Kombinatorik: Die Kunst zu zdhlen (Grundkurs)

Einfihrung: Um Wahrscheinlichkeiten berechnen zu kénnen, muss man wissen, wie viele Ergebnisse

Uberhaupt in Betracht kommen kénnen. Beim Wiirfel sind dies z.B. 6 Mdglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit

1
eine bestimmte Zahl zu wiirfeln betragt also 1 zu 6, bzw. 6 .

Aber nicht immer lasst sich die Anzahl aller Gesamtergebnisse so einfach bestimmen. Damit beschéftigt sich

die Kombinatorik.

Aufgabentyp 1: Unterschiedliche Anzahl von Maglichkeiten

Fall: Ein Restaurant hat 2 VVorspeisen, 5 Hauptgerichte und 4 Desserts. Wie viele unterschiedliche Menis kann
man wahlen?
Lésung: 2-5-4=140

Hier werden also alle Ergebnisse miteinander multipliziert und man erhélt 40 Mdglichkeiten.

Aufgabentyp 2: Verteilung auf Platze (Gleiche Anzahl Platze und Personen)
4 Schiler sollen sich auf 4 Platze verteilen.
Wie viele Kombinationen gibt es hierzu?
Uberlegung: Der erste kann zwischen 4 Moglichkeiten wihlen, der zweite hat dann nur noch 3 Platze zur
Auswahl, der dritte nur noch 2 Mdglichkeiten, usw.
Also gibtes 4-3:2-1=120 Madglichkeiten
Man schreibt fur diese Rechnung kurz: 41 (4 Fakultat)
Es gilt: 41=4.3-2-1 =24

Bemerkung: 1'=1
0 !'=1 (< per Definition!)

Aufgabentyp 3: Gleiche Anzahl von Mdglichkeiten im Gegensatz zu Aufgabentyp 1

Ein Zahlenschloss besteht aus drei R&dchen. Wie viele Kombinationen gibt es eine Zahl einzustellen?
Losung: Bei jedem Radchen kann man 0 bis 9 Mdglichkeiten, also 10 Mdglichkeiten pro Rad. Daher gilt:
10-10- 10 =108 = 1000 Kombinationen. Die Formel lautet also bei n Mdglichkeiten und k Anzahl

n-n-n=ns

Aufgabentyp 4: Verteilung auf Platze (Mehr Platze als Personen)
Bei Aufgabentyp 3 haben wir 5 Personen auf 5 Plétze verteilt. aber es konnen ja auch weniger Personen sein.
Dies behandelt Aufgabentyp 4. Wie viele Kombinationen gibt es nur 3 Leute auf 5 Platze zu verteilen?
Esgibt: 5-4-3=60

. 5-4.3.2.1 .. . _— - .
Als Formel ausgedriickt: 5-4 -3 = —H1 Wir kiirzen also die nicht gebrauchten Maglichkeiten (2 - 1)

raus. Damit ergibt sich: :
(n—k)!

,»n'" entspricht den Moglichkeiten und ,,k* ist die Anzahl.




Man kann diesen Aufgabetyp auch folgendermalRen auffassen: Wie viele Mdoglichkeiten gibt es, 3er
Teilmengen aus 5 Pldtzen zu bilden? Liest man in einer Aufgabe das Stichwort ,,Teilmenge®, so handelt es sich
meist um diesen Aufgabentyp.

Beispiel: Aus einer Gruppe von 7 Schillerlnnen sollen drei Personen ausgewahlt werden. Wie viele 3er-
Teilmengen kann man bilden?

2654321 - 7.6.5=210 Maglichkeiten
4-3-2-1
Bei diesem Aufgabentyp spielt die Reihenfolge eine Rolle. Die Kombination (Fritz, Sandra, Paul),
(Fritz, Paul, Sandra), (Sandra, Paul, Fritz) usw. werden als je eigene Mdéglichkeit gezahlt. Solche

Vertauschungen nennt man Permutationen.

Beispiel (mit Beachtung der Reihenfolge): Bei einem Schiilerwettbewerb werden von 5 Schiilern 3 Preistrager
ausgewahlt. Der erste erhdlt den tollen Buchgutschein, der zweite einen Bleistift und der dritte einen
Trostpreis. Wie viele Mdglichkeiten gibt es? Klar, hier spielt die Reihenfolge, wer zuerst ausgewahlt wird,
eine Rolle und jeder Fall soll als eigener Fall gezahlt werden.

Anmerkung: Im Taschenrechner gibt man folgenden Befehl ein: nPr(5 ,3) = 60, wie oben schon gezeigt. Diesen
Befehl findet man auch im Menl => Wahrscheinlichkeit => Permutation.

Aufgabentyp 5 (Verteilung ohne Beachtung der Reihenfolge)

Beim vorherigen Aufgabentyp spielte die Reihenfolge eine Rolle. Soll die Reihenfolge keine Rolle spielen, dann
werden alle Vertauschungen nur als eine Mdglichkeit gezahlt. Es gibt also weniger Kombinationen.

Im vorherigen Fall der geordneten Stichprobe wird bei der Frage, wie viele 3er Teilmengen man bilden kann,
unterschieden zwischen {123} {132} {213} {231} {321} {312} .Wenn die Reihenfolge keine Rolle
spielen soll, hat man keine 6 Mdglichkeiten, sondern nur eine Moéglichkeit. usw.

Es gibt weniger Mdglichkeiten, Man muss also noch durch die Anzahl der ,,Vertauschungen® teilen.
N 1 . : . . . 5-4.3
Wir kiirzen also durch 6 Moglichkeiten, die man, wie oben gezeigt, mit 3! berechnet: 5 =10
Oder als Formel: Sei n Anzahl aller Elemente und k Anzahl der Teilmengen.
_54.3-2.1 5! n!

n
= = : = (Sprich: n Gber k)
(2-D(3)! BG-3)!13)!  (n—k)k! k
Diese Formel hei3t der Binomialkoeffizient. Dabei gilt, wie man durch Nachrechnen schnell zeigt:

anl

Im Taschenrechner gibt man als Befehl 5 nCr 3 ein.

Tipp: Da man nCr und nPr leicht verwechseln kann., kann man beide Mdglichkeiten und den GTR eingeben
und schauen, wo es mehr, bzw. weniger Mdoglichkeiten gibt.

Beispiel: Wie viele Mdglichkeiten hat man 2 Personen von 9 auszuwéhlen. Hier ist also die die Frage, wie
viele 2er-Teilmengen man aus 9 Personen bilden kann. Da die Reihenfolge keine Rolle spielt, rechnet man
9) _ 9 <« 987654321 _98 72
= = - == 36
2 (9-2)1-21 7-6-5-4-3-2-1-2-1 2-1 2

folgendermalien: (




Aufgabentyp 6 (Mehr Personen als Platze)

Bisher hatten wir immer mehr Plétze als Personen (n > k) , aber dies kann naturlich auch umgekehrt sein
(k> n).

Beispiele:

Wie viele Kombinationen gibt es 5 T-Shirts (k) auf 2 Schrénke (n) zu verteilen?

Wie viele Kombinationen gibt es 30 Kinder (k) auf 3 Busse (n) zu verteilen?

Wie viele Kombinationen gibt es 5 Eier (k) auf 3 Eierkartons (n) zu verteilen?

Bei diesem Fall ist es wichtig, das die T-Shirts, Eier nicht unterscheidbar sind und dass z.B. alle Shirts in einen
Schrank passen wirden.

Die Herleitung der Formel findet sich auf dem Blatt ,,Kombinatorik fiir LK*. Ohne Herleitung fiihren wir
folgende Formel ein:

n+k-1
k
Beispiel: Auf wie viele Arten kann man 7 (= k) ununterscheidbare Mduse auf 3 (= n) Ké&fige verteilen?

. 3+7-1 9 i .y .
Esgllt:( . J=[7]:36 Es gibt also 36 Mdglichkeiten!

Diesen Fall kann man leicht verwechseln mit Aufgabentyp 2, wenn man folgendes denkt: Die erste Maus hat 3
Kéfige zur Auswahl, die zweite Maus hat ebenso 3 Kéfige zur Auswahl und so weiter. Also 37 = 2187. Das
sind viel mehr Mdglichkeiten als Fall 4, da die Reihenfolge beachtet wird. Fur unsere Fragestellung ist es aber
egal, ob zuerst Maus 1 oder Maus 2 in den Kéfig gesetzt wurde oder umgekehrt. Hauptsache beide sind am
Schluss im Kafig. Daher z&hlt dies nicht als unterschiedlicher Fall.




Anmerkung: Oft werden keine 6 Aufgabentypen, sondern bei den letzten 4 Typen von folgenden 4 Fallen
unterschieden. Hierbei stellt man sich ein Urnenmodel mit durchnummerierten Kugeln und folgende
Situationen vor:

Nun kann man eine bestimmte Anzahl k aus n-Elementen auswahlen. Daher kann man:

e Die Reihenfolge beachten (geordnete Stichprobe). Es ist also ein Unterschied ob man {2;5}oder {5;2}
zieht. Jede Kombination wird extra gezahlt.

¢ Die Reihenfolge nicht beachten (ungeordnete Stichprobe)
e Die Kugeln zuriicklegen (mit Wiederholung)
e Die Kugeln nicht zuriicklegen (ohne Wiederholung)

Aufgabentyp 3 1. Fall: Geordnete Stichprobe | n* Méglichkeiten
mit Wiederholung
- H '
Aufgabentyp 4 2. Fall: Qeordnete Stichprobe n! GTR npr
ohne Wiederholung (n—k)!
Aufgabentyp 5 3. Fall: Ungeordnete n\_ n!
Stichprobe ohne Wiederholung | | _—(n —K)Ik! GTR
ncr
Aufgabentyp 6 4. Fall: Ungeordnete n+k-1
Stichprobe mit Wiederholung K

Genauere Infos habe ich in meinen AB Kombinatorik Leistungskurs geschrieben. Was hilfreicher ist, muss
jeder selbst entscheiden.




Ubungsblatt zu Kombinatorik (Nur Stichprobe)

- Die neue Flagge von Oktopan soll aus drei parallelen verschiedenfarbigen Streifen bestehen. Wie viele Mdglichkeiten gibt es bei 10 Farben?
- Beieinem Turnier treten 8 Mannschaften an. Wie viele Paarungen sind moglich?
- Beim Ful3balltoto (11er-Wette) sind fur 11 Spielpaarungen die Zahlen 0, 1, 2 einzutragen. Wie viele Tipps sind moglich?
- Auf 3 Eierkartons sollen 8 Eier verteilt werden. Auf wie viele Arten ist dies moglich?

1. Fall

Geordnet mit Wiederholung

2. Fall

Geordnet ohne Wiederholung

3. Fall

Ungeordnet ohne Wiederholung

4. Fall

Ungeordnet mit Wiederholung

Formel: Formel: Formel: Formel:
n! n! n+k-1
n‘ (n—K)! (n—K)'k! K
FuBballtoto: Flagge von Oktopan: Tunier mit 8 Mannschaften: 8 Eier auf 3 Eierkartons verteilen:

11 Spielpaarungen

3 Ergebnismdglichkeiten
n=3
k=11

3" =177.147

drei verschiedenfarbige Streifen
10 verschiedene Farben

n=10
k=3
10!

=720
(10 - 3)!

8 Mannschaften
2 Mannschaften pro Spiel

n==8
k=2

8l
= -8
@8-—2)1

8 Eier
3 Eierkartons

n=3
k=8

(3+8—1]
=45
8

In einer Schulklasse sind 12 Schiilerinnen und 16 Schiler. Es sollen draus 4 Schiilerinnen und 5 Schiler als Helfer fiir ein Schulfest ausgewéhlt werden, Auf wie

viele Arten ist das moglich?

(

12
4

16
J (5 ): 2.162.160 mdogliche Arten Schiiler und Schiilerinnen fiir das Schulfest auszuwahlen




Ubungsblatt zu Kombinatorik (Nur Stichprobe)

- Die neue Flagge von Oktopan soll aus drei parallelen verschiedenfarbigen Streifen bestehen. Wie viele Mdéglichkeiten gibt es bei 10 Farben?
- Beieinem Turnier treten 8 Mannschaften an. Wie viele Paarungen sind moglich?
- Beim Ful3balltoto (11er-Wette) sind fur 11 Spielpaarungen die Zahlen 0, 1, 2 einzutragen. Wie viele Tipps sind mdglich?
- Auf 3 Eierkartons sollen 8 Eier verteilt werden. Auf wie viele Arten ist dies moglich?

1. Fall

Geordnet mit Wiederholung

2. Fall

Geordnet ohne Wiederholung

3. Fall

Ungeordnet ohne Wiederholung

4. Fall

Ungeordnet mit Wiederholung

Formel:

Formel:
n!

(n—k)!

Formel:
n!
(n=k)!Ik!

Formel:

S
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